CLASA a IX-A

SOLUTII ST BAREMURI DE CORECTARE

1. fnélt;imea BH dusa pe ipotenuza triunghiului ABC' intersecteaza bisec-
toarele AD gi C'E in punctele @, respectiv P. Demonstrati cd dreapta care
trece prin mijloacele segmentelor [QD] si [PE] este paralela cu dreapta AC.
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ceea ce dovedeste concluzia. (2 p)

2. Determinati toate functiile f : R — R care au proprietatea: pentru orice
interval deschis gi marginit I, multimea f(I) este un interval deschis, de aceeasi
lungime cu I.

Solutie. Aratam ca functiile care convin sunt cele de forma f(x) = = + ¢,

precum si cele de forma f(x) = —x + ¢, ¢ € R (este evident ca acestea verifica
cerinta). (1 p)

Pentru aceasta aratam ca
|f(z) = f()] = |z —y|,Vz,y € R. (1)



intr—adevér, dacd a < bsid = b—a, atunci imaginea intervalului I = (a—d, b+d)
este un interval deschis J de lungime 3d, iar imaginile intervalelor (a — d,a),
(a,b), (b,b+ d) sunt trei intervale deschise Ji,Jo, J3 astfel incat fiecare are
lungimea d i J = J; UJa U JJ3U{f(a)} U{f(b)}. Aceasta nu este posibil decat
dacd Jy, Jo, J3 sunt disjuncte iar f(a) si f(b) sunt punctele care impart J in trei
parti egale, deci | f(a) — f(b)| = d. (4 p)

Din (1) deducem |f(x)— f(0)] = |z|, deci f(x) = cxz, unde ¢ = f(0). Apoi,
din [f(z) — f(1)] = |z — 1|, in cazul f(1) = ¢+ 1 rezultd f(c) = ¢ + = pentru

orice x, iar in cazul f(1) = ¢ — 1 rezultd f(c) = ¢ — x pentru orice xz. (2 p)
3. Demonstrati ca, daca n > 2 este un numar natural si x1,s,..., T, sunt
numere reale pozitive, atunci
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Solutie. Daca notam x,,+1 = 1, atunci
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tor inegalitati pentru ¢ = 1,2, ..., n obtinem concluzia. (4 p)

Pe de alta parte,

4. Pe o masa sunt k > 2 gramezi avand ni, ns, ..., respectiv ny creioane. O
mutare consta in alegerea a doua gramezi avand a, respectiv b creioane, a > b
si transferarea din prima gramada in cea de-a doua a b creioane.

Determinati conditia necesara si suficienta pentru ni, ns, ..., ng, astfel incat
sa existe o succesiune de mutari prin care toate creioanele sunt transferate in
aceeagi gramada.

Solutie. Conditia este (n1 +n2 + ...+ ng)/d = 2™, m € N* unde d este cel
mai mare divizor comun al numerelor ny,ns, ..., ng. (1 p)

Intr-adevir, daci a,b sunt numere naturale, atunci (a — b, 2b) = (a,b) sau
(a — b,2b) = 2(a,b) deci, dupa orice mutare, cel mai mare divizor comun al
numerelor creioanelor din gramezile ramase se pastreaza sau se inmulteste cu 2.
In final rémane o gramadi cu ny + ... + ng = 2™d, m € N* creioane. (3 p)

Reciproc, dacd nq +ns + ... + ni = 2™d, m € N*, atunci demonstram prin
inductie dupa m ca exista o succesiune de mutari prin care toate creioanele se
pot transfera in aceeagi gramada.

In cazul m = 1 avem doud gramezi cu ny = ng creioane, deci dupa o mutare
obtinem o singura gramada.



Presupunem apoi ca afirmatia este adevarata pentru m < p si orice d. In
situatia ny + no + ... + ng = 2PT1d, cardinalul multimii

A={i|1<i<k, n;/deste impar}

este numar par, deci putem grupa doua cate doua gramezile cu n;,7 € A ele-
mente si, efectudnd cate o mutare in fiecare grupa, obtinem gramezi cu nf, ..., n;
creioane, cu ny +...+n; =2%(ny,...,n;), ¢ < p. Conform ipotezei de inductie,
de aici avem o succesiune de mutari care deplaseaza toate creioanele in aceeasi
gramada. (3 p)



